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UNIDAD I.

“SISTEMAS DE NUMERACION?”

N2 Complejos
a+bhi

N Reales

: Nimeros
a+[i

Imaginarios
Nes a + bi, b distinto de 0
Irracionales

1t . .
125 Enteros Naturales 8 I'FSEI;’;WUS
_N% Naturales hi.a=10

N2 Racionales




1.1 CLASIFICACION DE LOS NUMEROS REALES
1.1.1 NUmeros naturales

Con los numeros naturales contamos los elementos de un
conjunto (numero cardinal). O bien expresamos la posicion u
orden que ocupa un elemento en un conjunto (ordinal).

Los numeros cardinales son los que utilizamos para contar y para
realizar operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacion,
division...): 1, 2, 3, ..., 20, 21, ..., 98, 99, 100... Los numeros
ordinales se utilizan para indicar la posicion (expresan orden): Primero,
segundo, tercero... EI conjunto de los numeros naturales esta
formado por:

N={0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9..}

& & 2 & & & 2 & & & 2 & *—

&
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.1.2 NUumeros enteros

Los nameros enteros son del tipo:

Z={.-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5...}

5-4 .32 40 1 2 3 4 5


http://www.ditutor.com/n/a_1.html
http://www.vitutor.net/1/a_c.html
http://www.vitutor.net/1/a_0.html

Nos permiten expresar: el dinero adeudado, la temperatura
bajo cero, las profundidades con respecto al nivel del mar,
entre otros.

1.1.3 NUmeros racionales

Se lIlama nimero racional a todo numero que puede
representarse como el cociente de dos enteros, con
denominador distinto de cero.

c@={% JacZ: beZ: b?&o}

-1 1
2 2 2 2

1.1.4 NUumeros irracionales

Un numero es irracional si posee infinitas cifras decimales
no periédicas, por tanto, no se pueden expresar en forma
de fraccion.

El nimero irracional mas conocido es ¥, que se define
como la relacion entre la longitud de la circunferencia y su

diametro.

T=3.141592653589...



1.1.5 NUmeros reales

El conjunto formado por los
nameros racionales e irracionales es el conjunto de
los numeros reales, se designa por E.

Con los numeros reales podemos realizar todas las
operaciones, excepto la radicacion de indice par vy
radicando negativo y la divisiéon por cero.

EJEMPLO 1.1 SOBRE CLASIFICACION DE LOS
NUMEROS REALES

V3 = 1.732050 Numero Irracional ()
-4 = Numero Entero(2)

3/7= Numero Racional (Q)
0.12777777 = Numero Racional (Q)
8/2=4 Numero Natural (N)

V-1 = Namero Imaginario



EJERCICIO 1.1 CLASIFICACION DE LOS NUMEROS
REALES.

Clasifique los enunciados como verdadero (v) o falso (f).

T+

ENUNCIADO VERDADERO/
FALSO

-7 es un entero

-3 €s un nimero natural

5 es racional

V25 no es un entero positivo

0/6 es racional

-3 esta a la derecha de -4 en la recta de
los nUmeros reales

7. | 1/6 es racional

8. | 0 no es racional

9. | 7/0 es un numero racional

10. | 1 es un numero real

11. | V3 es un nimero natural

12. | Todo entero es positivo 0 negativo

2 ,
13. ~ es un nimero natural

SR I I L

1 , .
14. 5 €s un ndmero racional

15. [ V/5 es un ntmero real

16. | -3 es un numero entero, pero no es un
ndmero natural

17. | ElI 0 es un numero real

18. | Los numeros negativos son naturales

19. | Los numeros que tienen expansion
decimal infinita, no periédica, son
racionales

20. | La unién de los nameros racionales con
los irracionales, forman los nUmeros reales




EJERCICIO 1.2 OPERACIONES CON NUMEROS REALES

Resuelve las siguientes operaciones

—2+ (=4
—6+ 2
7—(=4)
—6— (—11)
8- (=6)
(=2)(9)
(7)(=9)
(=2)(=12)
(=16

—9)
—2/(=4)
—2)
]

3[=2(3) +6(2)




1.2 NUMEROS COMPLEJOS

1.2.1 Numeros Imaginarios
Un numero imaginario se denota por bi, donde:
b es un numero real
i es la unidad imaginaria: +-1=i

Los numeros imaginarios permiten calcular
raices con indice par y radicando negativo.

Xx2+9=0
w2 =_9g }{:i—Q/
i9=1
il =i
i2=-1
i3 = -
=1

Los valores se repiten de cuatro en cuatro, por eso, para
saber cuanto vale una determinada potencia de i, se divide
el exponente entre 4, y el resto es el exponente de la
potencia equivalente a la dada.



1.2.2 Representacion geometrica de los numeros
complejos

Si al representar geométricamente los numeros reales se lleno
totalmente la recta numérica, es decir, se ocuparon todos los puntos en
una dimensién, debe necesariamente pasarse a la siguiente escala que
es la de dos dimensiones, 0 sean los puntos en el plano.

Para definir la ubicacion de un punto situado en una recta (una
dimensién), basta dar una coordenada.

Para definir la ubicaciéon de un punto situado en un plano (dos
dimensiones), se requieren dos coordenadas.

Hay dos maneras de definir la ubicacion de un punto en el plano: por
coordenadas cartesianas o por coordenadas polares.

En las coordenadas cartesianas, respecto de un origen, se da la
distancia horizontal (abscisa o distancia sobre el eje x) y la distancia
vertical (ordenada o distancia sobre el eje y).

distancia en y

«+—distancia en x—|

Como cada punto del plano representa a un numero complejo, se dira
entonces que ese numero complejo esta escrito en forma cartesiana.

En las coordenadas polares, respecto de un punto sobre una linea de
referencia, se da la distancia de separacion entre el punto arbitrario y el
angulo que se forma. En este caso, se dira que ese namero complejo
esta escrito en forma polar.



punto
®

N

distancia )
angulo
...r-'_‘-'-.__\
» \‘
\
¥

1.2.3 Nomenclatura y notaciéon

La escritura para simbolizar a un nimero complejo: Una es la forma
cartesiana y la otra la forma polar.

En forma cartesiana se considera como una suma de vectores para
desplazarse desde el origen hasta el punto en el plano que representa
al numero complejo. El desplazamiento sobre el eje x se representa por
la letra a y el desplazamiento por el eje y con la letra b, agregandole la
letra i, origen y clave de los nimeros complejos.

De acuerdo con el cuadrante en el que esté ubicado el punto que
represente al nimero complejo, tanto a como b pueden ser positivos o
negativos.

La forma Cartesiana de un nimero complejo es:

a + bi

en donde:

a: parte real;
bi: parte
imaginaria;

ay b: numeros
reales.

En forma polar, a la distancia r se le llama mdédulo y al angulo 6 se le
llama argumento.



La forma polar de un nimero complejo es:
r_»oe

en donde:

r : médulo (distancia)
8 : argumento (angulo)

EJEMPLO 1.

El nimero 4 + 3i en forma cartesiana es el mismo que 5 L_36.869 en
forma polar

4+ 3§ 5 | 36.869

36.869

en forma cartesiana en forma polar

NOTA: 5 L_36 se lee "cinco, angulo de treinta y seis"

4+ 3i
r= V42 +32 =425 = 5 (distancia)
a= arc tan % = 36.86 (angulo)

Por lo tanto 4 + 3i en forma cartesiana es igual a 51_36.86
en forma polar



1.2.4 Transformaciones entre cartesiano y polar

Para realizar transformaciones, ya sea de forma cartesiana a polar o
viceversa, se hacen coincidir el origen del plano cartesiano con el origen
del polar, y se aplica la trigonometria de los cuadrantes.

0-90¢ 90-1802
Z Z
r

r b b 6=180 - o

o =0 i o < "\\

X : ¥y Y

a -a

a) En el primer cuadrante b) En el segundo cuadrante

0=180+a ,
-a \ I/
; T ;
oy \ i
-b r -b
z z
¢) En el tercer cuadrante d) En el cuarto cuadrante

a) De cartesiana a polar

Se tienen conocidos los valores de ay de b, a partir de los cuales deben
encontrarse ry 6.

ro=az+hs
de donde
r=a? + b?

Sea 0 el angulo formado por el eje x positivo y por r, medido en sentido
contrario al de las manecillas del reloj (sentido positivo conforme a la

10



trigonometria de los cuadrantes) y sea a el angulo agudo formado por r
y el eje x mas préoximo. Ver los cuatro incisos de la figura 11.4. Entonces,
del triAngulo rectangulo del inciso a), figura 11.4, puede verse que por
trigonometria que:

b

frando = —
a

de donde se obtiene la siguiente relacion para el angulo a ,

b

a

o = arc ran

Conocido el angulo a en cualquier cuadrante, se puede deducir el
valor del angulo 6 de la siguiente manera:

0 = a si Z esta en el primer cuadrante;
8 =180 - a si Z esta en el segundo cuadrante;
B = 180 + a si Z esta en el tercer cuadrante;

0 = 360 - a si Z esta en el cuarto cuadrante;

11



Representacion numero complejo (cartesiano)=a + bi
Ejemplo: Convertir a forma polar el nimero complejo Z = 15 - 36i

o = arcrtan

como esta en el cuarto cuadrante, 8 = 360 - a, es decir,

8=360-67.38 = 292.619,

de manera que

292.61/\
N

|

-36| 39,
\
15 Z

12



TAREA 1.1

Realiza las siguientes conversiones de forma cartesiana a polar, debe

incluir nimero de cuadrante, procedimiento y grafica

PROCEDIMIENTO CUADRANTE GRAFICA
1) 3+4i

PROCEDIMIENTO CUADRANTE GRAFICA
2) -20 + 15i

PROCEDIMIENTO CUADRANTE GRAFICA
3) -5-12i

PROCEDIMIENTO CUADRANTE GRAFICA

4) 24 - 10i

13



b) De polar a cartesiana

Se tienen conocidos los valores de r y 8, a partir de los cuales deben
encontrarse ay b.

a
cosd = — de donde a=rcos@

b
send = — de donde b=rsend

Ejemplo: Convertir a forma cartesiana el numero complejo

35|£

a=35 cos 40°
b=35 sen 40°

26.811
22.497

Forma cartesiana de un namero polar: a + bi
De manera que:

- -

354
l— = 26.811 + 220497i

NOTA: recordar que b contiene el valor de “”

14



TAREA 1.2

Realiza las siguientes conversiones de forma cartesiana a polar, debe
incluir procedimiento

1) 4125
2) 5L 152
3) 9L 277
4) 191302

15



1.3 SISTEMAS DE NUMERACION

1.3.1 Sistemas numeéricos
Definicion.
Sistemas que se han usado 0 se usan para representar cantidades

contables denominadas numeros. Un sistema numérico esta definido
por la base que utiliza y entre ellos se encuentran:

a) BINARIO (0,1). Binario significa dos, y es el principio fundamental
en que se basan las computadoras digitales. Muchos de los
componentes electrénicos de una computadora pueden estar en
dos estados (encendido/apagado), comiunmente se denotan por 1
y 0, que son los digitos del sistema binario. Es el sistema de
numeracion con base b=2 y sus digitos (0 y 1) se llaman bits.

b) OCTAL (0,1,2,3,4,5,6,7). Es un sistema de numeracion que
emplea ocho digitos, tiene como base b=8 y sus digitos octales
son 0,1,2,3,4,5,6,7.

c) DECIMAL (0...9). Decimal, significa 10, es el sistema de
numeracion universal que usa 10 digitos denotados por los
simbolos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 y que representan los enteros de cero
a nueve, respectivamente. Asi, la base del sistema decimal es
b=10

d) HEXADECIMAL (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F). Hexa,
significa dieciséis; un sistema numerico de base 16 usado como
una forma abreviada de representar todos los valores posibles de
un byte. Su base b=16 y requiere 16 digitos, para los cuales se
utilizan los 10 digitos decimales, junto con las 6 primeras letras
del alfabeto.

16



1.3.2 Conversion decimal al binario

a) Divida la cantidad decimal entre 2, de la division se obtienen dos

nameros, uno llamado residuo y otro llamado cociente.

Cociente———» 1 1 8

2| 236,
Divisor”” _2
03 Dividendo
-2
16
-16
Residuo——» 0
b) Con ambos realice una lista poniendo al lado izquierdo el
cociente y al lado derecho el residuo.
c) Se aplica sucesivamente, hasta que el cociente sea menor al
divisor.
d) Para agrupar o contar la cantidad binaria resultante, comience

de la parte inferior.

Ejemplo:

Decimal a Binario
164 = 10100100-

Progreso

DIVISION | COCIENTE | RESIDUO

164/2 = 82 0

82/2= 41 0

41/2= 20 1

20/2= 10 0

10/2= 5 0 S
5/2= 2 1 2
2/2= 1 0 bre
Vo= 0 1 =

17



1.3.3 Conversidon decimal al hexadecimal

a) Divida la cantidad decimal entre 16, de la division se obtienen
dos nameros, uno llamado residuo y otro llamado cociente.

b) Con ambos realice una lista poniendo al lado izquierdo el
cociente y al lado derecho el residuo.

c) Se aplica sucesivamente, hasta que el cociente sea cero o
menor a 16.

d) Para agrupar o contar la cantidad binaria resultante, comience
de la parte inferior.

Ejemplo:

Decimal a Hexadecimal

1523 = 5F 315
Progreso
DIVISION | COCIENTE | RESIDUO | |
1523/16 = 95 3 <
<
95/16= 5 15(F) B
5/16= 0 5 g

Hexadecimal | Decimal | Binario
0 0 0000
1 1 0001
2 2 0010
3 3 0011
4 4 0100
5 5 0101
6 5 0110
7 7 0111
8 8 1000
9 9 1001
A 10 1010
B 11 1011
C 12 1100
D 13 1101
E 14 1110
F 15 1111

18



EJERCICIO 1.3. CONVERSIONES DEL SISTEMA DECIMAL
A BINARIO YHEXADECIMAL

a) Convertir de Decimal a Binario
156810=

111110=

b) Convertir de Decimal a Hexadecimal
260010=

552310=

EJERCICIO 1.4 ) CONVERSION DEL BINARIO AL
HEXADECIMAL

a) Agrupe las cantidades binarias en grupos de 4 en 4, iniciado por
el lado derecho, si al terminar de agrupar, no completa 4 digitos,
entonces agregue ceros a la izquierda.

b) Posteriormente, vea el valor que corresponde de acuerdo a la
tabla:

c) La cantidad correspondiente en Hexadecimal, se agrupa de
izquierda a derecha (ARRIBA-ABAJO)

Ejemplos: Hexadecimal | Decimal | Binario
Binario a Hexadecimal ? ? ggg?
2 2 0010
3 3 0011
110111010, = 1B A16 4 4 0100
5 5 0101
0001 1011 10102 6 6 0110
i T 0111
a8 8 1000

8 4 2 1
ololol1l= 1 < 9 g 1001
- R A 10 1010
tjojrj1)=1148 5 B 1 1011
D 13 1101
E 14 1110
F 15 1111

19



0110 1111 01012 = 6F516

8421
ol1|1]o0o][=] 6
11|11 ][=]150F
o|1lo1]=] 5

0011 0100 1001, = 34916

8 |42 |1

o011 |=1|3
oOo|j1]0|]0]| =14
100 |1]|=1]9

20



EJERCICIO 1.5 CONVERSIONES ENTRE SISTEMAS

NUMERICOS

DECIMAL

BINARIO

HEXADECIMAL

32810

5510

75210

102410

97110

BINARIO

DECIMAL

HEXADECIMAL

1111 00102

1111 0000 10102

110 0111 1001:

1111 1111,

111111111111 00002

21



EJERCICIO 1.6 REPASO UNIDAD |

NUMEROS REALES

1.- Clasifica los siguientes numeros reales colocando en el
paréntesis la letra que corresponda:

N Naturales E Enteros R Racionales | Irracionales
3( ) V7 ( ) 8¢ ) 7.5¢( ) Ya( )
m ( ) 2% ( ) -350 ( ) 8456 ( ) 0.05(

)

2.- Calcula:
a)2x5+4= b) (1+3)x6=
Cc) -4(7-2) = d4+10+2-7=
3.- Encuentra el numero faltante:
a) -482 + = 349 b) 512 - =1024
NUMEROS COMPLEJOS
4.- Convertir a forma polar y graficar:
6+3i=
-8-10i=
5.- Convertir a forma cartesiana y graficar:
21 20=
10L.100=

SISTEMAS NUMERICOS

6.- Convertir de decimal a binario y hexadecimal
32010=

4510=

9010=

7.- Convertir de binario a decimal y hexadecimal
1111 10102=

111 0111,=

10111,=

22



UNIDAD II.
“ALGEBRA”




2.1 EXPRESIONES ALGEBRAICAS Y SU
CLASIFICACION

En &lgebra, para lograr la generalizacion, las cantidades se representan
por medio de letras, las cuales pueden representar todos los valores.

2.1.1 Notacion algebraica

Los simbolos mas usados en algebra para representar las cantidades,
son los nimeros y las letras.

Los numeros se emplean para representar cantidades conocidas vy
determinadas.

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades.
2.1.2 Formula algebraica

Es la representacion, por medio de letras, de una regla o de un principio
general.

2.1.3 Signos del algebra

Los signos empleados en algebra son de tres clases: signos de
operacion, de relacion y de agrupacion.

a) SIGNOS DE OPERACION

e Signo Sumaes +, que seleemas (a+b="amasb’

e Signo Resta es —

e Signo Multiplicacion es * (Entre factores literales o numéricos, el

signo se omite, ejemplos: a*b*c = abc; 5*x*y = 5xy

e Signo Division es/

e Signo Elevacion a potencia es el exponente a®=aaa

e Signo Raiz v, signo radical. Va, raiz cuadrada; 3a, raiz cubica

b) SIGNOS DE RELACION
Se emplean para indicar la relacibn que existe entre dos
cantidades. Los principales son:
=, igual a (a=b, “aigual a b”
>, mayor que
<, menor que
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c) SIGNOS DE AGRUPACION
Paréntesis ordinario ()
Paréntesis angular o corchete [ ]
Llaves {}

2.1.4 Concepto de expresiones algebraicas
MONOMIOS Y POLINOMIOS

Mono = uno Poli = muchos

Un monomio consta de un solo término, ejemplo:
a) 5x?
b) y
c) 5

Un polinomio consta de 2 o mas términos, ejemplo:
a) 5x2 + 3x?
b) 6y3 + 2
¢) 5x + 3x + y?

De esta forma, se dice que

a) Un binomio es un polinomio de 2 términos

b) Un trinomio es un polinomio de 3 términos

c) Un cuatrinomio es un polinomio de 4 términos
d) Etc.

Las partes de un monomio o polinomios son las siguientes:

Variable

Coeficiente (o=
8% !
Parte literal
a) Coeficiente: es el numero (entero o fraccion) que acomparia a la
literal. Cuando no aparece indicado, se considera como
coeficiente el 1.
b) Exponente: potencia a la que esta elevada la variable.
c) Variable: es la letra o incognita
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d) Grado: la mayor potencia a la que esta elevado un monomio o
polinomio. Cuando se tienen mas de una variable en un monomio,
se suman los exponentes (aungque no sean de la misma literal)

Grado:4+2+1=7

Parte literal

Variables

2.2 OPERACIONES ALGEBRAICAS

Para llevar a cabo operaciones algebraicas primero es necesario
considerar algunos conceptos basicos.

2.2.1 signos implicitos

a) SUMA: este simbolo (+) puede no ir a la izquierda de la primera
expresion, pero se obvia o se entiende que si esta.

10x

Caso contario es el simbolo de la RESTA (-) siempre debe ir a la
izquierda de la expresion, no se puede obviar.

—10x

b) MULTIPLICACION: en las expresiones algebraicas no es
necesario incluir el signo de multiplicacion (x) entre los elementos.

8xy

Sin embargo, a veces se puede incluir un punto, un asterisco (*) o
paréntesis para indicar alguna multiplicacion de manera especial.

c) POTENCIA DE 1: cuando alguna variable esta elevada a una
potencia de 1, no es necesario poner dicho namero.

2x1 = 2x

d) COEFICIENTE: cuando una variable no tiene coeficiente a su
izquierda, se obvia que es 1.

1x3 = x3
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2.2.2 Sumay resta de monomios

Para esto se aplican las leyes de los signos y es NECESARIO QUE
TENGAN LA MISMA PARTE LITERAL y solamente se suman o restan
los coeficientes.

a) 9x —5x =4x

b) 4a + 2a? = (no tienen la misma parte literal, no se pueden
sumar)

c) —3bc — 10bc = —13bc

d) 6x%y —5yx? = x?y (aparentemente el orden de las partes
literales no es igual, pero si se reordenan, se observa que Si son
iguales)

e) 5x% — (2x + x%) = 5x% — 2x — x? = 4x% — 2x
) (6x—3)—2x—7)=6x—3—-2x+7=4x+4

2.2.3 Multiplicacion y division con monomios

Para llevar a cabo estas operaciones, NO ES NECESARIO TENER LA
MISMA PARTE LITERAL. Se multiplican o dividen los coeficientes y se
aplican las leyes de los exponentes en el caso de las literales.

a) 3x x4x = 12x * x2 = 12x3 (Se multiplican los coeficientes y se
suman exponentes de las literales iguales)

b) 2a(—4ab?) = —8a?b?

3
C) :ZZ:Bm (se dividen los coeficientes 9/3, se restan los
exponentes de las literales iguales y éstas se quedan en la
posicion (arriba o abajo) de la que tenga mayor exponente).
d) —20x*y _ 10x*

—-2y2 y

26



2.3 PRODUCTOS NOTABLES

Existen multiplicaciones de expresiones algebraicas que por sus
caracteristicas se pueden resolver en forma rapida, sin necesidad al
desarrollo término a término, con la reduccién de términos semejantes.
En otras palabras, estas multiplicaciones se pueden resolver aplicando
una regla practica y por ello reciben el nombre de productos notables.

2.3.1 Suma por diferencia

Es el producto de dos binomios que tienen los mismos términos, pero
difieren en el signo del segundo término.

(a+b) (a-b)
REGLA:
“Cuadrado del primer término, menos el cuadrado del segundo
término”
(a+b)(a-b)=a%-b?
Ejemplo:

x+3)(x-3)=x*-9
(a+5)(a-5)=a?-25

2.3.2 Cuadrado de binomio

El cuadrado de un binomio es el producto de dos binomios iguales.
(a+b)?=(@a+b)(a+b)=a?>+ab+ab+b?

REGLA:

“Cuadrado del primer término, mas o menos el doble producto del
primer por el segundo, mas el cuadrado del segundo término”

Ejemplo:
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(X +5)2=x2 + 10x +25
(x-4)2=x2-8x+16

2.3.3 Cubo de un binomio

Es el producto de tres binomios iguales
(@a+b)3=(@+b)(@a+b)(a+b)=a*+3a’b+3ab?>+b®
REGLA:

“El cubo del primer término, mas o menos el triple producto del
cuadrado del primer término por el segundo, mas el triple del
producto del primer término por el cuadrado del segundo, mas o
menos el cubo del segundo término”

Ejemplo:
(Xx+2°3=x3+3(x%) (2) +3(X) (22) + 22 =x3+ 6x?>+ 12x + 8

(x-4)3=x3-3(x?) (4) + 3(x) (4%) - 23 =x3-12x2+ 48x + 64

(2 a + 3b)® = (2 a)®+ 3(2a?) (3b) + 3(2a) (3b?) + 3b3 = 8a®+ 36 a?b + 54
ab? + 27b3
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@ENTIFICACION DEL TIPO DE PRODUCTO

Anota en cada expresion, si es suma por diferencia, cuadrado de
binomio o cubo de un binomio y resuelve:

a) (2a+5)(2a-5)=
b) (x + 2)%=

c) (x +2)3=

d (2b+4) (2b-4) =
e) (4x + 5y) (4x - 5y) =
f) (2x + 3)3=

g9) (x +3)*=

h) (3x - 1)3=

i) (6m + 5n) (6m —5n) =
) (7x-5y)*=

k) (2x - 1)*>=

) (x-—D5y)’=
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EJERCICIO 2.2 RESOLVER EMPLEANDO PRODUCTOS
NOTABLES

a) Resolver cada suma por diferencia

1. X=2) (x+2)=
2. (Bx+2)(3x—-2)=
3. (5x + 10y) (5x — 10y) =

b) Resolver cada cuadrado de binomio
1. (3x + 2)%=
2. (x*-5)*=
3. (6x —5y)*=

c) Resolver cada cubo de binomio
1. (x—3)3=
2. (@a+2)3=

d) En cada producto notable, encontrar el error o errores.

1. (Xx=7) (x+7)=x2+49
2. (x—8)°=x%+16x — 64
3. (X—6)2=x%>+6x+36
4. (4x + 2) (4x —2) =4x>-4
5

6

. (X +3)°=x3 +9x + 27 + 27
C(x=1)3=x3-—x2+3x+1




2.4 FACTORIZACION

Factorizar una expresion algebraica consiste en escribirla como un
producto.

Ejemplos:
2X3 = 6X%2 + 4x = 2X (X2 =3x + 2)
X2+ 12x+35=(Xx+7) (X +5)

Como se puede apreciar, la factorizacion es el proceso inverso de la
multiplicacion, y es de extrema importancia en las Matematicas.

Existen varios casos de factorizacion:

2.4.1 Factor comUn monomio: Es el factor que esta presente en
cada término de un polinomio.

Ejemplo 1. ¢cudl es el factor coman en 12x + 18y — 24z?
Entre los coeficientes es el 6, y no se repiten variables,

por lo tanto, su factorizacion seria:
6(2x + 3y — 42)

Ejemplo 2: 5 a2 — 15ab — 10ac =
Ejemplo 3: 6x2y — 30 xy? + 12x2y? =

2.4.2 Factor comun polinomio: Es el polinomio que aparece en
casa término de la expresion:
Ejemplo 1:
Factorizax (a+b)+y (a+hb)

Existe un factor comun que es (a + b)

Por lo tanto, el resultado seria: (a+b) (x +vy)

Ejemplo 2:
2 a(mMm-=-2n)—b (m-2n) =
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2.4.3 Factor comun por agrupamiento: Se trata de extraer un
doble factor coman.
Ejemplo 1:
Factoriza ap + bp + aq + bq
Se extrae factor comun “p” de los dos primeros términos y “q” de
los dos ultimos:
p (atb) +q (a+b)

Después se obtiene el factor comun polinomio (2):
(a+b)(p+0q)

Ejemplo 2:
a?+ ab +ax +bx =

2.4.4 Factorizacion de un trinomio de la forma x2 + bx + c.

Se puede descomponer en dos factores binomiales, mediante el
siguiente proceso:
Ejemplo 1:

X2 +6x +5

PASO 1. Encontrar dos factores que, multiplicados, den el primer
término

X * X

PASO 2. Encontrar dos numeros que multiplicados den el tercer
término, y sumados o restados, den el segundo término.

1*56-1*-5
NOTA: Como la suma debe ser +6, se debe utilizar 1 *5

x+1)(x+5)
Ejemplo 2:
Factoriza x2? + 4xy — 12y? =
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2.4.5 Factorizacion de la diferencia de dos cuadrados: Se
puede descomponer en dos factores binomiales, mediante el
siguiente procedimiento:

Ejemplo 1:
9x2 — 16y?

PASO 1. Se factoriza el primer término 9x? = 3x * 3x

PASO 2. Se factoriza el segundo término -16y? = +4y * -4y
PASO 3. Después de factorizar, se hacen dos términos (3x + 4y)
(3x —4y)

Ejemplo 2:
Factoriza 9a? — 25b? =

2.4.6 Factorizaciéon de un trinomio cuadrado perfecto: Se
identifican los dos términos que son cuadrados perfectos y el
tercer término, corresponde al doble producto de las raices de los
dos anteriores.

Ejemplo 1:
Ox2 —30x + 25

PASO 1. Halla la raiz principal del primer término 9x2 = 3x * 3x
PASO 2. Halla la raiz principal del tercer término, con el signo
del segundo término 25 =-5* -5

PASO 3. Después de factorizar, se hacen dos términos (3x - 5)
(3x = 5)

Ejemplo 2:
Factoriza b? - 12b + 36 =
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EJERCICIO 2.3 FACTORIZACION

a) FACTOR COMUN MONOMIO

24 a—12ab =
8at-6a’=
b4 — b3 =

b) FEACTOR COMUN POLIMONIO
m2a+b)+p(2a+b)=
a(2+x)—(2+x)=

c) EACTOR COMUN POR AGRUPAMIENTO
a®+ ab + ax + bx=
ab—2a-5b+10=

d) FACTORIZACION DE UN TRONOMIO DE LA FORMA x2 + bx
+C

b2 + 8b + 15=
r2—12r + 27=
e) FACTORIZACION DE LA DIFERECIA DE DOS CUADRADOS
16x? — 100=
49x? — 64 t°=
f) FACTORIZACION DE UN TRINOMIO CUADRADO
4a’+4a+l=
X2 + 10x + 25=
25m? -70mn + 49n?=
36x2 — 84xy + 49y?*=
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EJERCICIO 2.4 REPASO GENERAL
[."EXPRESIONES ALGEBRAICAS

El doble de un nimero

La mitad de un nidmero

IIl. OPERACIONES ALGEBRAICAS

La edad de A es el doble que la de B, y ambas edades suman 36
afios. Encontrar las edades.

lIl. PRODUCTOS NOTABLES

SUMA POR DIFERENCIA

lero? - 2do?

lero? +/-(2)1ero*2do + 2do®

|
|| cUADRADO DE BINOMIO
|| cuBO DE UN BINOMIO

lero®+/- (3) lero®*2do + (3)1ero*2do’+/-2do®

=

Suma por diferencia Cuadrado de Cubo de un binomio
binomio

(@+b)(a-b)= (a+b)’= (x +2)%=

(6m + 5n) (6m —5n) = | (X - 4) ?= (x + 3)3=

V. FACTORIZACION

Factor comun
monomio

Factor comun
olinomio

Factor comun por
agrupamiento

12m?n + 24m3n? —
36m*ns=

X*(p+0q)+y*(p+0q)=

6ab + 4a -15b — 10=

10x — 15x°=

(1 —x) +5c(1 —x)=

am —bm + an — bn=

Factorizacion de un

Factorizacion de la

Factorizacion de un

trinomio de la forma

diferencia de dos

trinomio cuadrado

X%+ bx + ¢ cuadrados perfecto
X2 + 5x +4= 4x% — 1= 49%x2 — 14X + 1=
r2—12r+ 27= 121 x?-144 y*= X2 + 10x + 25=

V. Soluciona las siguientes operaciones con

expresiones

algebraicas:
X + 2X= Ya+ Y a=
15x + 20x + x= -m X5 m **1=
-8X+5x-19x= (7a+6b-3c)-(5a-4b + 8c)=

35



UNIDAD III.
“ECUACIONES E

CCCCCCCCCCCCCCCCCC



3.1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO

La ecuacion es una igualdad en la que intervienen letras, cuyos valores
son desconocidos, las cuales se denominan INCOGNITAS, vy
regularmente se indican con las ultimas letras del alfabeto.

Existen diferentes tipos de ecuaciones, dentro de las mas comunes se
encuentran:

3.1.1 Definicion de ecuacion lineal. Son llamadas lineales
porque representan rectas en el sistema cartesiano. Involucra
solamente sumas y restas de una variable a la primera potencia.

4x —8 =12
EJEMPLO 3.1 SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES

1. 6x—-7=17
6X -7 +7 =17 +7
6x =17 +7
6x =24
6 6
X=4
2. -10-x=3
-x =3 +10
-1(-x = 13)
X=-13

3.6x—3=2x+5

6X -2X =5 +3
4% =8
4 4
X=2
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EJERCICIO 3.1 SOBRE LA SOLUCION DE ECUACIONES
LINEALES

Encuentra el valor de “x”, en cada una de las siguientes ecuaciones
lineales.

a) 3—-2x=4
X=

b) 5/x=25
X=

C) 3x+2=7
X=

3.2 DESIGUALDADES LINEALES
3.2.1 Concepto de desigualdad lineal e intervalo

Una desigualdad o inecuacion es aquella expresion matematica que
contiene los simbolos:

< (menor que)
> (mayor que)
< (Menor o igual que)
> (mayor o igual que)

Una ecuacion se identifica por que incluye el signo (=), por ejemplo:
2x — 10 = 8,

y generalmente solo tiene una o dos valores que la hacen verdadera
(x =9, para el caso anterior)

En cambio, una DESIGUALDAD puede tener un conjunto o intervalos
de numeros que representan la solucion. Por ejemplo,

x <5

Todos los nimeros menores al 5, la hacen verdadera.
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De esta forma, para definir los valores que resuelven una desigualdad
se emplean los INTERVALOS.

Existen basicamente 5 tipos de intervalos
a) INTERVALO ABIERTO. Sean “a” y “b” dos numeros tales que “a”

sea menor que “b”, el conjunto de todos los numeros “x

comprendidos entre “a” y “b”, recibe el nombre de intervalo abierto
de “ab” y se escribe "a < x < b", (se lee “equis mayor que a, pero
menor que b”). Como sugerencia y para evitar confusiones, en las

desigualdades siempre se recomienda leer a partir de la “x” o
variable en cuestion.

Tipo de Notacion Notacion Grafica

Intervalo de Intervalo | de desigualdad Lineal

INTERVALO
ABIERTO

X

‘ (a,b) ‘ (a<x<b)‘

AN
O~

[P }]

*Se usan paréntesis () para indicar que no se incluyen a “a” ni “b” como
parte de la solucion. También se emplean circulos “vacios” en lugar de
los paréntesis.

b) INTERVALO CERRADO. Sean “a” y “b” dos numeros tales que “a”
sea menor que “b”, el conjunto de todos los numeros “X’
comprendidos entre “a”’ y “b”, que INCLUYEN a “a” y “b” recibe el
nombre de intervalo cerrado de “ab” y se escribe “a < x < b”, (se

lee “equis mayor o igual que a, pero menor o igual que b”).

INTERVALO
CERRADO [a,b] [asx<b] f 1 Lt

a

*observa que se usan corchetes [ ] para indicar que si se incluyen a “a
y “b” como parte de la solucién. También se emplean circulos “rellenos”
en lugar de los paréntesis.

c) INTERVALO SEMI-ABIERTO POR LA IZQUIERDA.

INTERVALO
SEMI-ABIERTO (a,b] (a< x<b] ¢ ] X
POR LA IZQUIERDA a b

d) INTERVALO SEMI-ABIERTO POR LA IZQUIERDA.
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INTERVALO
SEMI-ABIERTO [a,b) [ag x<b)
POR LA DERECHA

—_—
~
>

3.2.2 Propiedades de las desigualdades lineales

Las propiedades de las desigualdades son similares a las propiedades
de las ecuaciones, con dos excepciones importantes: cuando ambos
lados de una desigualdad se multiplican o dividen por un ndamero
negativo, el sentido de la desigualdad debe invertirse.

Por lo tanto, resolver una desigualdad lineal es similar a resolver una
ecuacion lineal, salvo cuando se tienen las dos excepciones
mencionadas anteriormente. Por ejemplo, si deseamos encontrar la
solucién de las siguientes desigualdades, tenemos que:

a)x+3<5
x<5-3
x<?2

b) x —10 < —14
x<10—-14
x < —4

C) 8x—10<4x+2
8x —4x <10+ 2
4x <12
x < E
4
x<3
*Cuando se divide o multiplica por un nUmero negativo

d 2+3x<5x+8
3x —5x<—-2+8
—2x < 6 se pasara el -2 dividiendo al otro lado
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x> _iz y se cambia el sentido del signo de desigualdad

x> —3

e) 7<3x—2<13
7+2<3x—2+2<13+2 se suma +2 en cada parte para
eliminar -2 del centro de la desigualdad

9<3x <15 ahora se dividira entre 3 cada parte

3<x<5

3.2.3 Representacion grafica y de intervalo de la
solucion de una desigualdad

La solucion a los tres ejemplos anteriores, se puede
representar graficamente mediante intervalo y grafica como se
muestra a continuacion

y N
S

a) [( -°°,2) 5 43 210123 46
b) ('°°’ '4) D 5 2_3 21 0123 45
C)('oo’3] ‘5-43 2 1 0 1 21 4 5
( , >
d) (-3, +=) 5 .43 24012 3 45
, ( ]
e) (3,5] 5 .43 240123 435
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3.3 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON
DOS INCOGNITAS

3.3.1 Definicién de sistemas de ecuaciones
Es un conjunto de dos o0 mas ecuaciones con dos 0 mas incognitas.

Para resolver un sistema de esta clase, es necesario obtener de las dos
ecuaciones dadas, una sola ecuacion con una incégnita. Esta operacion
se llama eliminacion.

Son tres los métodos de eliminacion mas usuales: _meétodo de
igualacién, sustitucion y reduccién, también llamado este dltimo de
suma o resta.

3.3.2 Método de reduccidén o sumay resta

a) En este método se hacen iguales los coeficientes de cada una de
las incognitas. Se obtiene el minimo comun multiplo de los
coeficientes y se multiplica la segunda ecuacion por el valor
obtenido.

b) Los coeficientes que se han igualado, deben tener signos distintos
para que al momento de sumar o restar las ecuaciones, sea
posible eliminar una de las variables. Se resuelve haciendo el
procedimiento de suma y resta de expresiones, hasta obtener el
resultado de una de las variables.

c) Sustituyendo el valor encontrado en cualquiera de las ecuaciones
originales, se obtiene el segundo valor.

EJEMPLO:
5x + 6y =20
2(4x — 3y =-23)
5x + 6y =20
8x -6y = -46
13x =-26

13 13
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X=-2
5x + 6y =20
5(-2) + 6y =20
-10 + 6y = 20
6y =20+10
6y =30
6 6

Y=5

3.3.3 Método de igualacion

a) Se despeja una incognita de cada una de a ecuaciones, la
incognita debe ser la misma para que el método pueda dar
resultado.

b) Con los dos valores de las incognitas despejadas en las
ecuaciones, se forma una ecuacion con una sola incognita, la
cual se despeja y se conoce su valor.

c) Después, el valor conocido se sustituye en cualquiera de las
dos ecuaciones originales, o en las que se obtuvieron en el
despeje, determinando de esta forma el valor de la otra
incognita.

EJEMPLO:
(1)5x + 6y = 20
(2)4x-3y=-23
X= (20 -6y)/5 x=( -23+3y)/4

(20 -6y)/5 =( -23+3y)/4
4(20 -6y) =5( -23+3y)
80 -24y = -115 +15y
-24y -15y = -115-80
-39y =-195
-39 -39
Y=5
X= (20 -6y)/5
X= (20 -6(5))/5
X=(20-30) /5
X=-10/5
X=-2

42



3.3.4 Método de sustitucion

a) Este método consiste en despejar una de las incognitas que
forman parte del sistema de ecuaciones.

b) Después el valor despejado de la incégnita se sustituye en la
ecuacion contraria a la que se realiz6 el despeje, obteniendo con
esto una nueva ecuacion con una sola variable, la cual se despeja
y Se conoce su valor.

c) Este valor ya conocido, se sustituye en cualquiera de las dos
ecuaciones originales, obteniéndose también una ecuacién con
una sola incognita, a la cual se aplica el mismo procedimiento de
despejar para conocer el segundo valor.

(1)5x + 6y = 20
(2)4x -3y =-23
X= (20 -6y)/5

4(20-6Y) - 3Y = -23
5

80 — 24Y -3y = -23
5 1

80 — 24Y -5(3Y) = -23
5
80 — 24Y -15Y = -23(5)
80 - 39Y =-115
-39Y = -115-80
-39Y=-195
-39 -39

Y=5

4x -3y =-23
4x - 3(5) =-23
4x-15=-23
4x =-23+15
ax = -8
4
X=-2
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3.4 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

3.4.1 Definicidn

ECUACIONES CUADRACTICAS ax2+ bx + ¢

B —b + Vb2 — 4ac
N 2a

X

FORMULA |FACTORIZACION
GENERAL
X*+4x+4=0

X2+x-12=0

X*+4x+4=0

O w >
1 n

1
4
4

X= - (4% (4) — X= - (D& (12 -

4(1)(4) 4(1)(-12)
2(1) 2(1)
X= -4 #\16 -16 X= -1 +\V1 +48
2 2
X= -1 +V49
X=-4 2
2
X=-1+7
X1= -2 2
X2= -2

X1=-1 +7=_6/2=3

N

Xo= -1 -7= -8/2=-4

I\)|
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X2 +4x+4=0

x +2)(x + 2)=0
X1=-2

Xo =-2

X2+x-12=0

x +4)x - 3)=0
X1=-4

X2=3

EJERCICIO 3.2 ECUACIONES CUADRATICAS

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas, una por formula
general y otra mas por factorizacion, segun indica en orden de la tabla

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

FORMULA |FACTORIZACION

GENERAL
x2+3x-2=0 X2+ 2x-24=0
X1= 0.5615 X1=-6
X»=-3.5615 Xo=4
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EJERCICIO 3.3 REPASO UNIDAD llI

ECUACIONES LINEALES
Resuelve las siguientes ecuaciones lineales
1. 6x—-7=17
2. -10-x=3
3. 5x =8x-15
.  ECUACIONES CUADRATICAS
Resuelve la siguiente ecuacion cuadratica por
FACTORIZACION Y FORMULA GENERAL
1. x*+9x+20=0

lll.  SISTEMAS DE ECUACIONES
Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por
SUMA Y RESTA, IGUALACION Y SUSTITUCION

1. 15x -y =40
19x + 8y = 236
RESULTADOS
1.1 x=4
1.2 x=-13
1.3 x=5

2.1 X1 =-4 x2 =-5 (ambos métodos)

3.1 x=4 y= 20 (los tres métodos)
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UNIDAD IV.
“ALGEBRA LINEAL”

/1

di1 @17
= Q91 " Q3 — QA1 " Aq3

==

dz1 Qp2



4.1 MATRICES

4.1.1 Concepto de matriz. Es un arreglo rectangular de niimeros
reales, encerrado en grandes paréntesis rectangulares. Las matrices
por lo regular se denotan con letras mayusculas y negritas.

4.1.2 Tipos de matrices

- Matriz fila.

- Matriz columna.

- Matriz cuadrada.

- Matriz transpuesta.

- Matriz simétrica.

- Matriz anti simétrica.
- Matriz triangular.

- Matriz identidad

Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo numero de filas que
de columnas.

Ejemplo:
12 -3

A=4 0 5y B=2 -3
3-12 -1 5

Entonces A y B son matrices cuadradas de orden 3 y 2
respectivamente.

Ejemplos de matrices:

o
AN

3 4 5 6 4
B= 7 8 9 1 C= 2 D=1 2 3 5 6
54 3 2 3
1 E= 3
Los numeros reales que forman el arreglo se denominan entrada o
elemento de la matriz. Los elementos en cualquier linea horizontal
forman un renglon y aquellos que se encuentran en cualquier linea

vertical forman una columna de la matriz. Por ejemplo, la matriz B (que
esta arriba) tiene 3 renglones y cuatro columnas. Los elementos del
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primer renglén son 3,4,5y 6 y los que pertenecen a la tercera columna
son 59y 3.

Una matriz que solo tiene un renglén a menudo se le conoce como
matriz renglén o vector renglén. De manera similar, una matriz que
solo tiene una columna se denomina matriz columna o vector
columna. En los ejemplos anteriores, D es un vector renglon y C es un
vector columna.

Si todos los elementos de la matriz son cero, la llamamos matriz
cero y la denotamos por O.

Una matriz cuadrada, se denomina matriz identidad si todos los
elementos de su diagonal son iguales a 1 y todos los elementos fuera
de su diagonal son iguales a cero.

En una matriz cuadrada de orden “n”, las entradas estan sobre la
diagonal “principal” que va desde la esquina superior izquierda hasta la
esquina inferior derecha es llamada diagonal principal.

1 23

1 2 3 1
A= 4 5 6 2

78 9 3

La diagonal principal consiste en A11, A22 y A33
Una matriz cuadrada se dice que es una matriz triangular
superior sitodas las entradas debajo de la diagonal principal son cero.
51 1
0 -37
00 4

Una matriz se dice que es una matriz triangular inferior si todas
las entradas por arriba de la diagonal principal son cero.

0 0O
2 00
5-40
6 01

RO W
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Si A es una matriz, la matriz formada a partir de A intercambiando
sus renglones por sus columnas es llamada transpuesta de A.

Si A= 1 2 3 , ENCONTRAR AT
4 5 6
AT= 1 4
2 5
3 6

4.1.3 Orden o tamafio de una matriz

A) Lamatriz 1 2 0 ,tieneorden1x3

B) Lamatriz 1 -6, tiene tamafio 3 x 2
5 1
9 4
C) Lamatriz 7 , tiene orden 1x1
D) Lamatriz 1 3 7 -2 4 , tiene orden 3 x 5 y 15 entradas
porque
911 5 6 8 3(5) =15
6 -2 -1 1 1

4.1.4 lgualdad de matrices
1+ 1 2/2 2 1

2x3 0 6 0
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EJERCICIO 4.1

1. Sean
A= 1 6 2 |, B= 4 , C=
-4 2 1
1 2 3 4
D= , E= 0 1 6 O , F=
2 0O 0 2 O
0O 0 6 1
G= , H= , J= 4
1

a) Establecer el orden de cada matriz.

b) ¢ Cuales matrices son cuadradas?

c) ¢Cuales matrices son triangulares superiores?
d) ¢ Cuales matrices son triangulares inferiores?
e) ¢ Cudles matrices son vector renglon?

f) ¢Cudles matrices son vector columna?
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EJERCICIO 4.2 CONSTRUCCION DE MATRICES
Construir una matriz columna de tres entradas, tal que:
a1 =6

ain=as=0

EJERCICIO 4.3

Sea:

o g o N
N
N
o

¢,Cual es el orden de A?
Determine las entradas siguientes:
Asz=

A=

Aszo=

Azg=

A=

Ass=

¢, Cudles son las entradas de la diagonal principal?
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EJERCICIO 4.4

Una ecuacion matricial puede definir un sistema de ecuaciones.
Por ejemplo, suponga que:

2Z 5W 4 2
Igualando las entradas correspondientes, encuentra en valor de

13 th ({31 (1T 1) (1}

w”, “X”, “y”, “z
EJERCICIO 4.5
Construya una matriz A=[aj]siAesde3x4yaj=2 +3j

EXPLICACION: Vamos a construir una matriz de 3 renglones por 4
columnas, segun el orden que se indica. Aij significa que vamos a ir
trabajando con el renglon, que va a determinarse por “i” y “” que va a
ser la columna; y vamos a desarrollar la ecuacion aij = 2i + 3j segun el
orden de renglén, columna en la que se encuentren posicionados. Por

ejemplo: cuando aij esta en la posicion i=1 y j=1, voy a sustituir los

valores en la ecuacion dada
aij=2(1) + 3(1)=2 + 3=5

5

7

aij= 2(1) + 3(1)= 2 + 3=5
aij= 2(2) + 3(1)= 4+ 3=7

Escribe la matriz cero de orden

a)dx4
b) 6 x6
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En los problemas siguientes, encuentre AT

A= -3
4
A= 2
3 -2
-4 2 0
EJERCICIO 4.6
Sean:
A= , B =
0

D= 2 0 -1
0 4 0
0 0 6

10 -3

Matriz diagonal: Si todas las entradas que se encuentran fuera de la
diagonal principal son cero.

a) ¢, Cuales son matrices diagonales?

b) ¢ Cuales son matrices triangulares?

Matriz triangular<

Matriz Triangular Superior

Matriz Triangular Inferior
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En los siguientes problemas, resuelve la ecuacion matricial y encuentra
los valores de “X”, “Y”, “Z".

6 2 6 2
X 7 = 6 7
3y 27 2 7
EJERCICIO 4.7

La compahia Widget tiene sus reportes de ventas mensuales dados por
medio de matrices cuyos renglones, en orden, representan el nimero
de modelos regular, de lujo y de extra lujo vendidos, mientras que las
columnas dan el nimero de unidades rojas, blancas, azules y purpura
vendidas. Las matrices para enero ( E) y febrero ( F) son:

a) En enero, ¢ cuantas unidades de los modelos de extra lujo blancas
se vendieron?

b) En febrero, ¢ Cuantos modelos de lujo azules se vendieron?

c) ¢En qué mes se vendieron mas modelos regulares purpuras?

d) ¢De qué modelo y color se vendié el mismo nimero de unidades
en ambos meses?

e) ¢En qué mes se vendieron mas modelos de lujo?

f) ¢ En qué mes se vendieron mas articulos rojos?

g) ¢ Cuantos articulos se vendieron en enero?
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4.1.5 Operaciones con matrices

a) Sumay resta de matrices

Para realizar la suma y resta de matrices, se requiere que estas

tengan el mismo tamafno.

Ejemplo: RESULTADO: RESTA
1 -3 0 2 0 1 -1 -3 -1
2 1 20 +H-11 -1 3|=|1 2
3 8 -5 2 4 1 2 4

b) Multiplicacion de una matriz por una constante

También llamada, multiplicacion por un escalar. Se multiplica cada

elemento de la matriz por la constante.
Ejemplo:

1 3 0 4 -12 0
2 1 2| *4= |8 4 -8
4 8 5 16 32 -20

CONSTANTE
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c) Multiplicacion de matrices

Sea A=(aij) una matriz de m x n, y sea B=(bi}) una matriz de n x p,
entonces el producto de AB es una matriz m x p, C=(cij), en donde Cij=
(renglon i de A) (columna j de B), es decir, el elemento ij de AB es el
producto punto a punto del renglén i de Ay la columna j de B.

Ejemplo:
A=11 3
-2
B= -2
6 RESULTADO: C
1 2
Ale 3‘ ‘3 -2 =1/18 16
) 6 ‘ 2 114 24

C11= (1)(3) +(3)(b) = 3+15=18

C12= (1) (-2) +(3)(6) = -2+18=16
Co1= (-2) (3) +(4)(5) = -6+20=14
C22= (-2) (-2) +(4)(6) =4+24=28
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4.2 DETERMINANTES

Los determinantes son utiles en aplicaciones para ingenieria, economia
0 matematicas, en la geometria se usan en férmulas que calculan areas
y volumenes, fueron introducidos por Leibniz en 1693. Las entradas
seran matrices cuadradas, pero las salidas, seran niameros reales.

El determinante de una matriz cuadrada A, esta definido de la siguiente
manera. Con una entrada dada de A asociamos la matriz cuadrada de
orden n-1 obtenida al eliminar las entradas en el renglén y columna a
las que la entrada pertenece. Por ejemplo, para la matriz,

11 @12 Q13
Qz31 azz da3

A=

33 @32 dz3

Para la entrada A21, eliminamos las entradas del renglén 2 y de la
columna 1

11 @12 GOy3
21 @2z G323

1,2 13

34 3z dz3

, dejando la matriz de orden 2 ‘ 932 faz

El determinante de esa matriz de orden 2, es llamado el menor de a21.

Menor de az  |ay, Q1,3
31 233
Menor de a? a1 Qs
31 @3z

Con cada entrada aj, asociamos también un nimero determinado por
los subindices de la entrada: (-1) ™, donde i+j es la suma del nimero de
renglon "
entrada.

(1334

y del numero de columna “”, en la que se encuentra la

Con la entrada az1, asociamos (-1)?*= -1
Con la entrada az2, asociamos (-1)?*?=1
Con la entrada az3, asociamos (-1)?*3= -1

57



Para obtener el valor final, se multiplica el nUmero real que intersecta al
renglony columna de la entrada, por el cofactor y el resultado del célculo
del menor, el cual se obtiene con la multiplicacion cruzada de sus
elementos. Y se realiza la suma de los valores obtenidos en las

entradas.

Ejemplo:

Evaluacion de un determinante de orden 3, utilizando cofactores,

desarrollo a lo largo del primer renglon.
2 -1 3

3 05| =

2 1 1

A11 obtenemos (2) (-1)'*!
11

0 5‘ =()@)(5) =10

A12 obtenemos (-1) (-1)*2
2

3 j = (-1)(-1)(13) = 13
1
-1 3

3 0 5| =

A13 obtenemos (3) (-1)'*3
2 1

30 ‘ = (3)(1)(3) =9

3 0 -5| =RESULTADO = A11+ A1+ A13 =10+ 13 + 9 =32
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4.2.1 Regla o esquema de SARRUS

Se aplica en la solucion de determinantes de una matriz de orden 3 x 3.
Su procedimiento de solucién es agregar las dos primeras columnas a
la derecha de la matriz y se lleva a cabo la suma de productos de la

diagonal principal y sus paralelas, menos la suma de productos de la
diagonal secundaria y sus paralelas.

ann a2z ans \an an

a1 @22 a3 971 ad22

asT dp2-\ass d31 d32

signo (-) signo (+)

aiiazeass + aizcazsasi + aisaziasz — (A12a21a33 + a11a23as32 + a13a22as1)
Ejemplo:
Evaluacién de un determinante de orden 3, utilizando regla o esquema
de Sarrus
2 -1 3|2-1
3 O3 P 0=(2)(0)(2) +(-1) (-5) (2) +(3)(3)(1) - [(-1) (3)(2) +(2) (-5) (1) +(3)(0)(2)]
2 171 ‘2 1=0+10+ 9 - (-3-10+0)
=19 — (-13)
=32
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4.3 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON
MATRICES

4.3.1 Regla de Cramer

Los determinantes pueden ser aplicados para resolver ciertos tipos de
sistemas de “n” ecuaciones lineales. De hecho, es a partir del analisis
de dichos sistemas que surgidé el estudio de los determinantes.
Primero consideraremos un sistema de dos ecuaciones lineales con
dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Después los resultados
se extenderan para incluir situaciones mas generales.

A1 X+ A12Y=Cy

A1 X+ A2Y=C;

An A1 Posiciones
A2 Az de la matriz

El determinante de la matriz de coeficientes ( & ) es la
multiplicacion cruzada, si el resultado es diferente de cero (0),
significa que hay una solucion unica y podemos continuar el método.
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EJEMPLO:

3IX+5Y=7
2X —Y = -4
=3.,5
2><-1 =-3-10=-13
NOTA: Siempre se
resta
7 5
X=| - ><—1

X=7(-1)—((5) (-4)) =-7=(-20) = -7 +20=13 = -1
-13 -13 -13 -13

3 7
Y= 2>< -4

Y=3(-4)-((1)(2)=-12-14=-26 =2
-13 -13 -13
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4.3.2 Operaciones con matrices y regla de Cramer

EJERCICIOS

Resuelve las siguientes operaciones con matrices (suma,
resta, multiplicacién por un escalar y multiplicacion de

matrices)

2 o -3 2 -3

-1 +]1-1 6 5| =

1 -6 5 9 11 -2
-6 ‘ -6 1‘ =

1 6 -2

‘2 0 3‘
-1 4 5 4 =

‘-123‘ 3 1 -1 2

-1 3 1 -2

. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por Regla de

Cramer
(1) 3x—-2y =13
(2) x-3y=-5
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4.3.3 EJERCICIO: Soluciéon de sistema de matriz 3 x 3 por
Cramer y Sarrus
2x—-3y+ z=-2
Ix—-6y+3z=-2
3x+3y—-22=2

2-3 1|2 -3

=1 6 3 \l 1 -6 = (-6)(-2+(-3)R)B)HL(L)B)-I(-3)(1)(-2)+2)(3)(3)+(1)(-6)(3)]
3 3-2|33=24-27+3-(6+18-18)
=0-6=-6

-2 -3 1-2 -3
-2 -6 3|-2 -6
X=12 3-223 =
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