UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

FUNCIONES MATEMATICAS.

1. Competencias Plantear y solucionar problemas con base en los
principios y teorias de fisica, quimica vy
matematicas, a través del método cientifico para
sustentar la toma de decisiones en los ambitos
cientifico y tecnolégico.

2. Cuatrimestre Segundo
3. Horas Teoricas 19
4. Horas Practicas 41
5. Horas Totales 60
6. Horas Totales por 4

Semana Cuatrimestre

7. Objetivo de aprendizaje | EI alumno desarrollara modelos matematicos
empleando las herramientas de geometria,
trigopnometria, geometria analitica y &algebra
vectorial para contribuir a la solucién de
problemas de su entorno y las ciencias basicas.

Horas
Unidades de Aprendizaje
Teoéricas | Practicas | Totales

|. Geometriay Trigonometria S 11 16
Il. Geometria Analitica S 11 16
[Il.  Funciones S 11 16
V. Algebra Vectorial 4 8 12
Totales 19 41 60

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 1



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

UNIDADES TEMATICAS

1. Unidad Temaética |.- Geometria y trigonometria

2. Horas Précticas 5

3. Horas Teodricas 11

4. Horas Totales 16

5. Objetivo

El alumno resolvera problemas de geometria y trigopnometria para contribuir a la

interpretacion y solucion de problemas de su entorno.

|1. Perimetro, dreay volumen |

1.1. Definicion.
Perimetro. - El perimetro de un poligono es la suma de las longitudes de todos sus

lados.

Area. - El area es una medida de extension de una superficie, expresada en
unidades de medida denominadas unidades de superficie. Cuando se mide una
region en el plano, a esta medida se la denomina “area de la region del plano”. A
la unidad utilizada para medir el area se la llama unidad cuadrada porque es un
cuadrado con lados de longitud I. Una superficie es de hecho un conjunto de
puntos de un espacio euclideo que forma un espacio topolédgico bidimensional que
localmente, es decir, visto de cerca se parece al espacio euclideo bidimensional.
Asi alrededor de cada punto de una superficie esta se aproxima bien por el plano

tangente a la superficie en dicho punto.
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Volumen. - El concepto volumen proviene del latin volimen. El volumen como

magnitud es entendido como el espacio que ocupa un cuerpo. La misma posee
tres dimensiones, alto, ancho y largo.

Segun el Sistema Internacional de Unidades, el volumen es representado por el
metro cubico. En la vida cotidiana el litro también puede ser considerado como
una unidad del volumen. Ademas este sistema permite catalogar al volumen en
tres clases. En primer lugar pueden ser mencionadas las unidades de capacidad.
Este tipo de unidades son utilizadas para calcular el espacio que ocupan las
cosechas que se hayan almacenadas, por ejemplo gracias a ella se calcula el
volumen de papas, zanahorias, manzanas, etc. Si bien este sistema ya ha sido
remplazado por nuevas tecnologias, en la antigledad resultaba una practica
corriente ya que no existian otros métodos mas adecuados. En segundo lugar
pueden ser mencionadas las unidades de volumen en estado liquido. Este tipo de
unidades se utilizan para calcular el espacio que ocupan los liquidos cuando se
encuentran en un recipiente. La unidad elemental es en este caso el decimetro
cubico. En tercer y ultimo lugar se pueden mencionar las unidades de volumen en
estado sélido. En este caso el volumen es calculado por medio de unidades que
son elevadas a la tercera potencia. Estas seran siempre unidades de longitud.
Esta es una practica muy utilizada en la disciplina de la geometria y es de alli de

donde proviene su nombre. En este caso el metro cubico es la unidad elemental.
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Uno de sus multiplos es el kilbmetro cubico, mientras que uno de sus submultiplos
es el centimetro cubico.

El concepto de volumen se encuentra asociado al de capacidad. La capacidad
hace referencia al espacio de alguna cosa, donde puede ser contenida otra cosa.
La unidad de capacidad es el litro. El cual resulta equivalente a la unidad del
volumen en estado liquido, el decimetro cubico, como ya ha sido mencionado

anteriormente.

Algunas aplicaciones de perimetro, area y volumen
o Determinar el area del piso que se va a alfombrar.
o Calcular el numero de cuadrados de tejas necesarios para cubrir una seccién de
100 pies?.
o Estipular el nUmero de latas de pintura se deben comprar para cubrir las paredes
de una habitacion.

o ¢Cuantas bolsas de fertilizantes se necesitan para un jardin sabiendo que una

bolsa puede cubrir 100 pies cuadrados (30,04 metros)?

o El jardin tiene dimensiones de 40 pies por 20 pies. Se quiere vallarlo, por lo

tanto, ¢cuantos metros de vallas se necesitaran?

o En el caso de verter mezcla en una pasarela o arena para llenar una caja de

arena, es necesario calcular el volumen del espacio tridimensional.

1.2.ldentificar figuras, cuerpos geométricos y sus elementos.
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Figura ‘ {
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Férmulas de area y volumen de cuerpos geométricos

| Figura || Esquema I[ Area I[ Volumen |

Cilindro Acwi=28r (h+r) V=xr’-h

Esfera Atctal = 41 12 V==mr

neih

Cono Acwi=xri+nrg V= 7

Cubo g______ A=6a’ V=a®

Prisma t;.(pnrim.base kW) b2 mren. |y sras basexh

Piramide A= —pem'n.bas?e xapilat +area base V= greabasers b;SEXh
iy
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Poliedros regulares

Figura If Esquema II N° de caras Il Area
Tetraedro 4 caras, triangulos equilateros |4 = 52 JE
Octaedro B caras, triangulos equilateros 3 - ). 5° ,\@
Cubo 6 caras, cuadrados A=6a’
apotens
12 caras, pentagonos s
Dodecaedro regulares A=30:a-ap.
20 caras, triangulos 2
e @ equiliteros A=5a73
uv“°‘mim thy "
§
Lol
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Figura Nombre Area

Tetraedro A =+ 3a?
A
a
¥ Octaedro A=2v3a2
.
lcosaedro A =543a?
Hexaedro Liais
a (cubo) A:=h8

Dodecaedro = A =30a-ap

! a Prisma A - PD ca 4 2Ab
regular
ah
Piramide Fis Py-ap | A,
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ap,
Cilindro A=2wr(g+r)
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Cono A=mr(g+r)
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Figura Nombre Volumen
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1.3. Explicar formulas de perimetro, area y volumen.
Perimetro: es la suma de los lados de una figura geométrica. Es su contorno.

Los lados del rectangulo de la figura miden 10 cm. y 5 cm.

10 cm

Joom Jom

10 cm
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El perimetro del rectangulo lo obtenemos sumando todos sus lados: Perimetro =
10 cm+5 cm+10 cm+5 cm = 30 cm. Por lo tanto, el perimetro del rectangulo es 30
cm.
Los lados del triangulo miden 4 m.
AN
4 /4 54
£
/ A
L
4
Area: es la medida de la superficie de una figura; es decir, la medida de su region

interior. Area de un rectangulo:

altura

].Ju:l‘.:'t'
El area del rectangulo corresponde a la medida de la region pintada, y se obtiene
multiplicando la base por la altura. Area = base - altura

Ejemplo: Los lados del rectangulo de la figura miden 10 cm.y 5 cm.

La altura de este
10 cm rectangulo mide 5
cm.

Jom Jom

La base de este
10 cm rectangulo mide 10
cm.

Area=10-5=50cn?’
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N 2. Angulosy tridngulos. |

2.1.Definir el concepto de éangulo y sus unidades de medida: grados
sexagesimales y radianes, y el proceso conversion.
El angulo es la cantidad de giro entre los dos rayos. Las partes de un angulo

son: La esquina de un angulo se llama vértice y los lados rectos son rayos.

i Vértice

Hay dos maneras comunes de marcar un angulo:

1. Dandole nombre, normalmente una letra mindscula como a o b, 0 a veces una
letra griega como a (alfa) o 0 (theta)

2. Con las tres letras que definen el angulo, poniendo en medio la letra donde se
encuentra (su vértice).

Ejemplo: el &ngulo "a" es "BAC", y el angulo "8" es "BCD"

D

Los "Grados" son la unidad empleada para clasificar los angulos en las figuras

geomeétricas (generalmente entre dos rectas o segmentos). Existen no obstante

varias escalas:
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a) Grado sexagesimal (Es el grado “comun”, cuando la circunferencia se
divide en 360 partes iguales. En las calculadoras es la funciéon Degree

(Letra D).
F R

‘\+
DC
>
! w\ 360°

270°

b) El radian es la unidad de angulo plano en el Sistema Internacional de
Unidades. Representa el angulo central en una circunferencia y abarca un
arco cuya longitud es igual a la del radio. Su simbolo es rad. En las

calculadoras es la letra R.

Bk

c) El grado centesimal o gon —también llamado gradian (plural: gradianes) es
el resultado de dividir un angulo recto en 100 unidades, por lo tanto, como
la circunferencia tiene 4 angulos rectos, esta se divide en 400 gradianes. Su
simbolo es la “g” minusculas, en las calculadoras es la funcion “G” que no
debe confundirse con lo grados sexagesimales cuya la letra es la “D”. La
denominacion de gon suele restringirse a los ambitos especializados de la
topografia y la ingenieria civil, donde es muy utilizada esta unidad de

medida para definir el valor de los dngulos. La denominacién de gradian se

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 13


http://3.bp.blogspot.com/-SwlPwlkjWu4/TsxfLx3FFwI/AAAAAAAAABE/HlDJerYtRxA/s1600/Arco2.png
https://www.google.com.mx/imgres?imgurl=http://3.bp.blogspot.com/-n0O30CcxF90/Tsxemp4X9cI/AAAAAAAAAA8/Vs14puRnXZY/s1600/Arco1.png&imgrefurl=http://tatiana-acosta98.blogspot.com/&h=194&w=220&tbnid=aslwKWSNhrr51M:&docid=ht_vO4s7NnfVqM&ei=i9aiVrn-FsShjgTcshE&tbm=isch&ved=0ahUKEwj578Cx477KAhXEkIMKHVxZBAAQMwhAKBEwEQ

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

emplea en las calculadoras, en las que suele representarse con la

abreviatura grad.

100°
A

200° » 0°,400°

300°

Conversiones.

Para convertir grados a radianes, debemos tener en cuenta que:

180°=n

Ejemplo: Convertir 37.8 grados sexagesimales a radianes, se utiliza una regla de
tres.

180=n

37.8=X

X=0.21 r radianes.

Para convertir grados a gradianes, se usa:

180°=200°

Ejemplo: Convertir 112.5 grados sexagesimales a gradianes.
180=200

112.5=X

X=125 grados centesimales
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Convertir radianes a grados:

n=180°

Ejemplo: Convertir %2 T a grados sexagesimales.
n=180°

Yan=X

X=45 grados sexagesimales.

Convertir radianes a gradianes:
n=200°

Ejemplo: Convertir %mr a gradianes
=200

Ya =X

X=150 grados centesimales

Convertir gradianes a grados:

2000=180°

Ejemplo: Convertir 362 gradianes a grados sexagesimal
200=180

362=X

X= 325.8 grados sexagesimales

Convertir gradianes a radianes:

200°=rt

Ejemplo: Convertir 171.2 gradianes a radianes
200=m

171.2=X

X=0.856 & radianes
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2.2.Los tipos de angulos.
2.2.1. Clasificacion segun su medida.

2.2.1.1. El angulo agudo mide menos de 90°.

e

2.2.1.2. Elrecto mide 90°.

N

2.2.1.3. El obtuso es aquel que mide mas de 90°.

2.2.1.4. El angulo convexo equivale a mas de 0° y menos de 180°

2.2.1.5. El angulo céncavo equivale a mas de 180° y menos de 360°.

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 16


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b3/%C3%81ngulo_agudo.svg

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

N

2.2.1.6. El angulo llano mide 180°.

N

2.2.1.7. El &ngulo nulo mide 0°.

Angulos Nulo

2.2.1.8. El angulo completo mide 360°.

2.2.2. Clasificacion segun su posicion.
2.2.2.1. Los angulos consecutivos poseen el mismo vértice y un lado

en comun.
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2.2.2.2. Los angulos adyacentes, conforman un angulo llano ya que
tienen un vértice y un lado en comun y los otros lados ubicados

uno en prolongacién de otro.

2.2.2.3. Los angulos opuestos por el vértice son los que comparten el
mismo vértice y los lados de uno son la prolongacion de los lados

del otro.

Los angulos opuestos por el vértice son iguales. De esta manera, los angulos 1y 3

son iguales, al igual que 2y 4.

2.2.3. Clasificacion segun su suma.
2.2.3.1. Los angulos complementarios que devienen de la sumatoria

de dos angulos cuyo resultado es de 90°.
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P

2.2.3.2. Los angulos suplementarios son el resultado de dos angulos

cuya sumatoria dé como resultado 180°

2.2.4. Angulos entre paralelas y una recta transversal
2.2.4.1. Angulos correspondientes. Cualquier par de &angulos en

posiciones similares con respecto a la transversal y a cada recta,
son llamados angulos correspondientes.

Los angulos correspondientes son iguales, por lo tanto:
a=e
b=f
=g
d=h
2.2.4.2. Angulos alternos internos son los que estan entre las paralelas

a distinto lado de ellas y a distinto lado de la transversal. Dichos
angulos son iguales.

% & MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 19
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2.2.4.3. Angulos alternos externos son los que estan en la parte
exterior de las paralelas a distinto lado de ellas y a distinto lado de

la transversal. Dichos angulos son iguales.

2.2.4.4. Angulos colaterales internos son los que estan entre las
paralelas y en el mismo lado de la transversal.

w

o} v[/
2.2.4.5. Angulos colaterales externos son los que estan fuera de las
paralelas y en el mismo lado de la transversal.
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2.3. Definir el concepto de triangulo.
El triangulo es un poligono de tres lados y tres vertices. Los triangulos son los
anicos poligonos que no tienen diagonales. La suma de los angulos internos de
cualquier triangulo son 180°
2.3.1. Identificar los triangulos de acuerdo a sus:
2.3.1.1. Lados.
Triangulo equilatero
Si sus tres lados tienen la misma longitud (los tres angulos internos miden

60 grados).

Triangulo isésceles
Si tiene dos lados de la misma longitud. Los &ngulos que se oponen a estos lados

tienen la misma medida.

Triangulo escaleno
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Si todos sus lados tienen longitudes diferentes. En un triangulo escaleno no hay

angulos con la misma medida.

2.3.1.2. Angulos.
Triangulo Rectangulo
Si tiene un angulo interior recto
(909). A los dos lados que conforman el angulo recto se les denomina catetos y al

otro lado hipotenusa.

00~
-

Triangulo obtusangulo
Si uno de sus angulos es obtuso (mayor de 900); los otros dos son agudos (menor
de 900).

et

Triangulo acutangulo

Cuando sus tres angulos son menores a 90e¢; el triangulo equilatero es un caso

particular de triangulo acutangulo.
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Propiedades de los triangulos

Triangulos Equilatero Isdsceles Escaleno

Acutangulo

Rectangulo

Obstusangulo k

Podemos ver en el esquema anterior que las clasificaciones comentadas en el

apartado anterior se pueden combinar de dos a dos (una de cada apartado).

Asi, tenemos las siguientes caracteristicas:

*Triangulo acutangulo isésceles: con todos los angulos agudos, siendo dos
iguales, y el otro distinto, este triangulo es simétrico respecto de su altura
diferente.

*Triangulo acutangulo escaleno: con todos sus angulos agudos y todos diferentes,

no tiene ejes de simetria.

Los triangulos rectangulos pueden ser:

*Triangulo rectangulo isdsceles: con un angulo recto y dos agudos iguales (de 450
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cada uno), dos lados son iguales y el otro diferente, naturalmente los lados

iguales son los catetos, y el diferente es la hipotenusa, es simétrico respecto a la
altura que pasa por el angulo recto hasta la hipotenusa.
*Triangulo rectangulo escaleno: tiene un angulo recto y todos sus lados y angulos

son diferentes.

Los triAngulos obtusangulos son:

*Triangulo obtusangulo isdsceles: tiene un angulo obtuso, y dos lados iguales que
son los que parten del angulo obtuso, el otro lado es mayor que estos dos.
*Triangulo obtusangulo escaleno: tiene un angulo obtuso y todos sus lados son

diferentes.

I 3. Trigonometria

3.1. Teorema de Pitadgoras.
Aunque se llama Teorema de Pitagoras, jtambién lo conocian los mateméaticos
indios, griegos, chinos y babilonios antes de que él viviera!
En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los

cuadrados de los catetos.

C

3 a?=b?+c?
b
£ C B

De esta férmula se obtienen las siguientes:

a?=b?+c?

a =/b? + c2 b =y/a? - c =/ a2 - b
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Cakula la hipotenusa de los siguientes trifngulos rectangulos.

a=yb?+c?
12 cm
=]
g £
R f =] a
a=y 3%+ 4?
4 cm
a=5cm a=
24 dm
S
i)
2 ,.: : wg
16 m
a= a=

MANUAL DEL PROFESOR
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b=ya?-c?

10cm
b i
2cm

—
b=y 102 - 82

C=yaf-b?
13cm
Gom
[

£ =y 132 -52

30 dm

24 dm

T
1]

30 dmi 12 dm
C

b ffi:: 48 m
i

52

cr
1]

C
27m
45 i

Cakula en cada wiangubkr rctanguke el lade que faha.

a
12m
16m

a=

28em

b
35 em
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15|:|mi “-_x., C

3 dm

Pdgina 26



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

Calcula la altura de un tridngulo equildtero de 14 cm de lado.

Calcula la diagonal de un cuadrade de 9 cm de lado.

o 9 cm

Calcula la altura de un rectangule cuya diagonal mide 6.8 cm y la base 6 cm.

G

Una escalera de 65 dm de longitud esta apoyada sobre la pared. El pie de la
escalera dista 25 dm de la pared.

a) ¢A qué altura se apoya la parte superior de la escalera en la pared?

ersidag
%,

o
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fsdm

26dm

b) ¢A qué distancia de la pared habr4 que colocar el pie de esta misma

escalera para que la parte superior se apoye en la pared a una altura de 52

dm?

G5 dm
s2dm

d

Calcula los centimetros de cuerda que se necesitan para formar las letras N, Z

y X de las siguientes dimensiones.

15 cm

20cm 24 cm

Problemas propuestos:

30 cm

1) Una ciudad se encuentra 17 km al oeste y 8 km al norte de otra. ¢ Cuél es la

distancia real lineal entre las dos ciudades?

2) Una escalera cuya longitud es de 3 metros se encuentra apoyada contra

una pared en el suelo horizontal y alcanza 2,8 m sobre esa pared vertical.

La pregunta es: ¢a qué distancia esta al pie de la escalera de la base de la

pared?

5 e MANUAL DEL PROFESOR
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3) Una cancha de fatbol (rectangular como sabemos) mide 125 metros de
largo. Si la longitud de sus diagonales es de 150 metros. ¢ cual es el ancho

del campo de juego?

4) Saber utilizar el teorema de Pitdgoras para calcular el cateto o la
hipotenusa de un triangulo rectangulo en el que conocemos dos de sus

lados.

130m

P

5) Saber determinar triangulos rectangulos en distintas figuras del plano para
calcular, a través de Pitagoras, ciertas medidas desconocidas, asociadas a

las figuras.

6) Saber determinar triAngulos rectangulos en distintos cuerpos del espacio
para calcular, a través de Pitagoras, ciertas medidas desconocidas

asociadas a esos cuerpos.

12 &m
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7) Una escalera de bomberos de 14,5 metros de longitud se apoya en la
fachada de un edificio, poniendo el pie de la escalera a 10 metros del

edificio. ¢ Qué altura, en metros, alcanza la escalera?

Solucion: 10,5m
8) Una rampa de una carretera avanza 60 metros en horizontal para subir 11
metros en vertical. Calcula cual es la longitud de la carretera.

i

=]

Solucion: 61m
9) El dormitorio de Pablo es rectangular, y sus lados miden 3 y 4 metros. Ha
decidido dividirlo en dos partes triangulares con una cortina que une dos

vértices opuestos. ¢, Cuantos metros debera medir la cortina?

4m

Solucion: 5m
10)La cara frontal de una tienda de campafia es un triangulo isésceles cuya
base mide 1,6 metros y cada uno de los lados iguales mide 170

centimetros. Calcula la altura en centimetros de esa tienda de campafia.
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AT0 am

1.Em
Solucién: 150cm

11)Un faro de 16 metros de altura manda su luz a una distancia horizontal

sobre el mar de 63 metros. ¢ Cudl es la longitud, en metros, del haz de luz?

Solucién: h=65m

12)Desde un balcén de un castillo en la playa se ve un barco a 85 metros,

cuando realmente se encuentra a 84 metros del castillo. ¢ A qué altura se
encuentra ese balcon?

Mt iR

i ]

e — =

S4m

Solucion: a=13m
13)Si nos situamos a 150 metros de distancia de un rascacielos, la visual al

extremo superior del mismo recorre un total de 250 metros. ¢Cual es la
altura total del rascacielos?
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- 150m

Solucién: h=200m

14)Desde un acantilado de 200 metros de altura se observa un barco que se

encuentra a 210 metros de dicho acantilado. ¢Qué distancia, en metros,
recorre la visual desde el acantilado hasta el barco?

N
\-.
- “é
210m

15)La altura de una porteria de fatbol reglamentaria es de 2,4 metros y la

Solucién: d=290m

distancia desde el punto de penalti hasta la raya de gol es de 10,8 metros.

¢ Qué distancia recorre un balén que se lanza desde el punto de penalti y se
estrella en el punto central del larguero?

Solucién: d=11,06m

16)La Torre de Pisa esta inclinada de modo que su pared lateral forma un

triangulo rectdngulo de catetos 5 metros y 60 metros. ¢Cuanto mide la
pared lateral?
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G0m

Solucion: x=60,21m
17)Un compéas de bigotera tiene separadas las puntas de sus patas 100
milimetros, mientras que la vertical desde el eje hasta el papel alcanza una
altura de 120 milimetros. ¢ Cual es la medida, en milimetros, de cada una

de sus patas?

120

100 rrr

Solucién: 109,09mm
18)El dormitorio de Pablo es rectangular; su lado mayor mide 8 metros y su
perimetro total mide 28 metros. Ha decidido dividirlo en dos partes
triangulares con una cortina que une dos vértices opuestos. ¢Cuantos

metros debera medir la cortina?

Solucion: 10m
19)En la figura se ve la planta de un rascacielos. Es un trapecio rectangular.

Calcula la medida del lado oblicuo.
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Solucién: 10m
20)En un tridngulo equilatero de 10 centimetros de lado se inscribe una
circunferencia. Calcula el radio de la circunferencia, sabiendo que es la

tercera parte de la altura del triangulo.

10 i

Solucién: r=2,89cm
3.2.Las funciones trigonométricas.
Las funciones trigopnométricas es el conjunto de funciones que se definen en base

a un triangulo rectangulo, o bien, de acuerdo a un circulo unitario

- Ay=y,-n

v

Cateto opuesta.

Adyacente
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Si tenemos que lo maximo que puede medir cada cateto es “UNO” ya que
hablamos de un circulo unitario y que las funciones trigopnométricas estan

definidas como:

_0

h

_a_

h

o_sen_1 Ay
a cos cot Ax
a_cos_ 1 _Ax
0 sen tan Ay
_ho 1

a

_h_o 1

0

Entonces el seno sera “UNO” a los 90° ya que tanto la hipotenusa y el cateto
opuesto tendran radio 1 por el contrario la funcién coseno sera mayor a los 0° ya
que tanto el cateto adyacente como la hipotenusa poseeran la longitud del radio.
Procesos similares sucederan con el resto de las funciones.

NOTA: Donde los catetos tengan la misma longitud, el valor de las funciones
trigonométricas sera igual.

Ejemplo:
sen(45) = cos(45)
A continuacion, se presenta el resto de los cambios que sufre el triangulo

rectangulo en los diferentes cuadrantes:
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Cuadrante 2 Cuadrante 1

Cuadrante 4

3.3.Laley de senos y la ley de cosenos.
3.3.1. Teorema o ley del seno

"Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.”
a _ b _ ¢
send senB sencC

Aplicaciones:

a) Resolver untriangulo cuado conocemos dos angulos y un lado.
by Fesokeruntriangulo cuando conocemos dos lados v el angulo opuesto a uno de ellos
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Ejemplo:

De un tridngulo sabemos que: a = 6 m, B = 45° y C = 105°. Determina los

restantes elementos.

A

A=180"-45"-105°=30°

N ¥2
6 _ b=6.30P" .2 _65m
sen30° send45° sen 30° 1
2
6 __ ¢ c—6.5€0109° 4y e
sen30° senl05° sen30°
Ejemplo 2:
EA‘“@K%’E
LN :
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Resolver un tridngulo con los siguientes datos: a=4cm, b =5cmy B = 30°

- Dibujamos el triangulo, nombramos los angulos y lados, colocamos los datos

conocidos y resolvemos. Resolver un triangulo es decir lo que valen sus 3 angulos

y sus 3 lados.

- Calculamos el angulo A, conocemaos dos lados v el angulo opuesto a b.

3 ] 4 g 4.05
= = = =senbA=——=04
sen A senB sen A sen 30¢ g

A =arcseno 0,4 = A =23,58°
- Calculamos ©, conocemos dos angulos v un lado.
Elangulo C.  C=1807-(23,58°+30) = C=126,42°

C g 5.sen 126 42°
=C=—"""

= =c¢=8,1cm
sen 126 42° =zen 30° sen30®

El lado c aplicando

3.3.2. Teorema o ley del coseno
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En un triangulo el cuadrado de cada lado es igual a la suma de los cuadrados de
los otros dos menos el doble producto del producto de ambos por el coseno del
angulo que forman.

a’ = b? +¢? -2bc cosA

b? = a2 +¢? -2ac cos B

¢ = a2 +b2-2abcos C
Aplicaciones:

a) Cuando conocemos los 3 lados.
) Dosladosy el angulo opuesto a uno de ellos.
o) Dosladosy el angulo que forman.

Ejemplos

Las diagonales de un paralelogramo miden 10 cm y 12 cm, y el &ngulo que forman

es de 48° 15'. Calcular los lados.

6 r
24 15/
B A
AD = \{52 +6% —2:5:6.c0548°15' =4.5877cm
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180°-48°15"=131°45"

AB =./5* +6° —205060cos131°45 =10.047 cm
Ejemplo
Resolver un triangulo con los datos siguientes: a = 1200 m, c= 700 my B = 108°

- Dibujamos el triangulo, nos dan 2 lados y el angulo que forman, calculamos el
lado b
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b2 —al+c?-2ac cos B =h =+1200% + 7002 - 2.1200. 700- cos 108 = b =1564,97 m

- Con avy b conocidos calculamos el angulo C, despejando C

N 22 2 " 2 2 2
Cos = 23 B" L ppe i 007 12007 ~ 1584, 877 o _0a0=c=2518
—7ah 212001564 a7

Elangulo C tamhbién lo podemos calcular aplicando eltearema del seno.
- Caloculamos el angulo A A= 1807- (108°+25 176" = A=46,82°

Aplicaciones de estos teoremas para calcular distancias desconocidas

Calcular una altura desconocida a cuyo pie no se puede llegar

Calcular la altura de la montafia AD
1. Fijames dos puntes B y Cy medimos su distancia d = 200 m
2. Medimos con el teodolito los angulos ABD = 50°,
DBC = 75° y BCD = 60°
3. Triangulo BCD calculamos a: a= 180°- (60° + 75 ) =45 °

4. Aplicamos el teorema del seno para calcular c.

200.5en60”

sends® 245 m

5. Calculamos x en el triangulo ABD
x=c.sen30%; c=245 . sen 50°= 188 m

Calcular la distancia entre dos puntos inaccesibles
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Calcular la distancia entre los puntos inaccesibles AyB

Datos que podemos medir: distancia CD = 300 m. Angulos: ACB = 32°, ACD = 46°, ADB = 25° y BDC = 40°.

300 m C D

Paso 1 Paso 2 Paso 3
Paso 1. Calculamos x resolviendo el triangule ACD
o= 180" - (63" + 46°) ; u =69 ° ¥ =(300.sen65") /sen 69" =2912m
Paso 2. Calculamos y resolviendo el friangulo BCD

f=180°-(40° « 78°) = 62° y = (300 . sen 40°) /sen 62°= 2184 m
Paso 3. Calculamos d aplicando el teorema del coseno al triangule ACB

d* = (21B,4)F + (291,2 ) - 2. 218,4.291,2 cos 32 d=157 m

Problemas de aplicacion.

1. Fesolver los siguientes tnangulos:

al a=1782m b=4231m c=3164m  Solucion: A =2275"E =114 3°C =42 4&°

bl a=12m b=8m A=180° Solucion: c=4 27y mB =14 46° C=10,463°

c) a=72m b=5%"m C=7578" Solucion: c=8012 mA =60E" B =43 62°

* Dibuja lostriangulos, nombra sus angulos v sus lados, afade los datos v resuelve.

wrsidag

o
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2. Supongamaos dos puntos Ay B, al segundo de los cuales no podemos llegar. Tomando otro
punto C, gue dista del primero 42 68 m |, desde los puntos A v © se dirigen visuales a B, que
forman con el segmento AC angulos BAC =53 7y BCA = B4°. jHalla la distancia entre Ay BY

Solucion: 43, 24 m

d. Sean Ay B dos puntos inaccesibles, pero visibles ambos desde otros puntos accesibles
Cw D, separados por la longitud de 73,2 m . Suponiendo que los angulos ACD = 80,27
BCD =43 6% BDC =327 y ADC =24,23° determinar la distancia AB.

Solucion: 22,1 m

3.4.ldentidades trigopnométricas

Identidades trigonométricas basicas

Las identidades trigpnométricas son ecuaciones que involucran las funciones
trigonométricas que son verdaderas para cada valor de las variables involucradas.

3.4.1. Reciprocas

o 1
sen=—=—
h csc
a 1
c0S=—=—
h sec
0
tan=—=—
a cot
a
cot=—=—
0 n
h 1
SeC=—=—
a cos
h 1
CSC=—=—
0 sen

3.4.2. Cociente

0 sen
tan=—=—"
a cos

a cos
cot=—=-"—
0 sen
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3.4.3. Pitagodricas
De pitagoras:
sen*A+cos® A=1
sec’A—tan®* A=1
csc’A—cot” A=1

3.4.4. Otras

De angulo doble:
sen2A=2senAcosA
cos2A=cos’A—sen’A
COS2A=1—2sen’A
Cc0s2A=2cos*A—1
Reducciéndeexponente:
sen*A=1—-1cos2A
cos’A=1%1+1cos2A
1-cos2A

1+cos2A
De multiplicacion:

senAcscA=1
tanAcotA=1

sen AcscA=1
cosAsecA=1

Mitad de un angulo:

tan® A=

X
sen® =

1 1
—1=—1cosx

X
cosZE—l— 1 cos x

2 2

X
2sen? E_lz —Cos X
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1. sen(X+y)=senx cosy+cosxseny
2.sen(x—y)=senx cosy—cosxseny
3. sen2x = 2sen X COS X

1-cos X
2
5.C0S(X+Yy)=COSX COSy—senx seny

4, senx=+

6. COS(X—Y)=COSX COS Y +Senx seny
7.C0S2X = COS® X —sen’x

8. cos§=J_r 1+cosx
2 2

9.senx+seny = 23eni2ycosx;2y

10. senx—seny = Zcos%senx;zy
11. cOSX—COS Yy = ZCOS%COSX;Zy
12.COSX—COS Y = —Zsen%cosx;zy

13. 2senx seny =—cos(X+y)+cos(x—y)
14. 2senx cos y = sen(x+y)+sen(x—y)
15. 2cosx seny =sen(x+y)—sen(x—y)
16. 2C0S X COS Y = COS( X+ Yy)+COS(X—Y)

17. tan (x+ y) = 220X @0y
l-tanxtany
18. tan(x_y)zw
l+tanxtany
19. tan 2X:2ta—nxz
1-tanx
20. tan X = 1ZCOSX
2 sen x

sen(A = B)=senAcosB + cosAsenB
cos(A + B)=cosAcosB +senA +senB
senA+senB=2sen$(A+B)cos (A—-B)
cosA+cosB=2cos ; (A+B)cos$(A-B)
sena cos S = 3sen(a + f) + 3 sen(a — f)
CoS ¢ cos B = 3 cos(a + ) + 3 cos(a — )
senasenf = £ cos(a — ) — 3 cos(a — )

Ejemplos:
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Ejemplo:
sumplifique la expresion usando 1dentidades trigonométricas.

sin® &

1—
tan” &

F.eescriba tan como sin'cos.

sin® g

- (sin® 8/ cos” &)

2
. g
=1-{(sin* & cos
( jsinzﬂ
=1-cos* &
=sin’dg

Usando la identidad pitagorica fundamental, obtenemos

=zin? g

Example:

Muestre que sec” 8+ csc” d=sec & csc” &

sec’ @+csc’ 8= ! +— ! (Identidad reciproca)

cos & sin® &
3 sin” &+ cos® &
" cost Bsint g
= m (Identidad ptaginca)
1 1
" cos’d sin’d

=sec’ & csc® & (Identidad reciproca)
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Ejemplo:
Verfique la dentidad cos & +s1n Ftan & = secd
Considere la expresion en el lado 1zquierdo de la ecuacion.

cos &4 sin Ftan &

=Cos E'[COS {—}] +zin 5( e 5'] {Tdentidad cociente)
cosd cosd

: cos® G+sin’ &

cos &

= ! (Identidad pitagdrica)
cosd

=zecd
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